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3.4.B20

Necht’ W7, W5 jsou podprostory ve vektorovém prostoru V' takové, Ze prostor V' je jejich pfimym souctem
(. V = Wy + W3). Necht uy,...,u, je bidze W1y, resp. vi,..., Vs je bize W.

Dokazte, Ze pak u; ... u,,Vy ...V, je baze prostoru V.

1 Dle definice baze

1.1 Vektoryui,...,u., vq,...,V, jsou linearné nezavislé

UvaZme rovnici:
ki w+--+k o uw+l-vi+--+l,-vs=0 (1)
kde k1,..., k., l1,...,ls €T.

Oznaéme:
u=Fk wm+---+k-u a v=Il -vi+--+1l v,

Mame tedy u € W7 av € Ws takové, Zeu + v = o.
Dana rovnost je vZdy splnéna pro u = v = o, ovSem dany soucet je piimy, tudi§ vektory u, v existuji
jednoznaéné = u=v =o.

u=0=% -u + -+ k. -u,, oviem uy,...,u, je baze W1, jsou tedy linedlné nezavislé, musi tedy
ki=--=k.=0.

v=0=1 -vi+ -+ 15 Vs, oviem vy,..., Vs je bdze Ws, jsou tedy linedlné nezavislé, musi tedy
lih=---=1ls=0.

Cimz jsme dokézali, Ze rovnost (1) je splnéna pouze proky = --- =k, =11 = --- =1, = 0,

vektory uy,...,0,,Vy,..., Vs jsou tedy linedrn€ nezavislé.

1.2 Vektoryuy,...,u,,vq,...,V, generuji prostor V

Vime, 7e V = W; + W, tedy pro kazdy vektor x € V existuji, a to jednoznacné, vektory u € Wy, v € Wy
takové, Ze X = u +v.

u € Wy, tedy existuji k1,..., k- € Ttak,Zeu=k; -u; +--- + k. - u,

v € Wy, tedy existuji l1,...,ls € Ttak, Zev=10y - vy + -+ s Vs

Dostavame, Ze x = ky -uy + -+ k. -0, + 1y - vi + - - + [5 - Vg, tedy kazdy vektor z V' 1ze vyjadrit jako
linedrni kombinaci vektor uy, ..., ., vy,..., V.

Timto jsme dokézali, ze V' C L(uy,...,u,,vy,...,Vs), pfiCemZ opacnd inkluze je zfejmd.

Dohromady V = L(uy,...,u,,Vy,...,Vs), &imZjsme dokdzali pozadovanou vlastnost, Ze vektory uy, ..., u,, vy, ...

generuji prostor V.

Timto jsme z definice dokézali, Ze u; ... u,, vy ...V, je baze prostoru V.

» Vs



2 Dle véty 4.3.2

2.1 Dimenze prostoru V je r + s, dle véty 4.5
Véta 4.5 nam fika, ze

dim(V) = r+s—dim(W; NWa)

Sta¢i ndm tedy dokézat, Ze dim(WW; N Wa) = 0, neboli W1 N Wy = {o}.

Predpoklddejme, Ze x € W1 N Ws. ProtoZze x € Wy a Wa je vektorovy prostor, tak (—x) € Wh.
Nyni miZeme vyjadfit nulovy vektor témito zptisoby: 0 = 0 + 0 = x + (—X).

ProtozZe je ale dany soucet ptimy, tak x = 0 = W1 N W3 = {0} = dim(W; N W3) = 0.
Timto jsme ale dokdzali, e dim(V) =r + s

2.2 Vektoryuy,...,u,,vy,...,V, jsou lineirné nezavislé

Dokézeme stejné jako v 1.1.

Timto jsme dokazali, Ze u; ... u,, vy ... Vg je 7+s linearné nezavislych vektort v prostoru V' dimenze r+s,
jsou tedy dle véty 4.3 jeho bazi.

3 Dle véty 4.3.3

3.1 Dimenze prostoru V je r + s, dle véty 4.5

Dokézeme stejné jako v 2.1.
3.2 Vektoryuy,...,u,,vy,...,V, generuji prostor
Dokazeme stejné jako v 1.2.

Timto jsme dokdzali, Ze w; ... w,, vy ...V, je r + s vektord, které generuji prostor V' dimenze r + s, jsou
tedy dle véty 4.3 jeho bazi.



